Zastosowania pochodnej

1 Zastosowanie pochodnej do wyznaczania stycznej do wykresu funkcji

Zad.l. Napisa¢ réwnania stycznych do wykreséw podanych funkeji f w punktach o
danych odcietych xg.

(1) f(z) = 32"+ 2z, 2o = —1 (7) f(z) = Sg%, ro=13%
2z _

(2) f(.T) - $3_37 Zo 2 (8) f(ZL‘) — tg2 T, Ty = %

() f(a) = £, ag = 1 2

(4) f(l’) _ 22%—a41 70 = —1 (9> f(.%) = arcsm%, xo=1

(5) f($>=v3x+2, zo=1 (10) f(x):2x37 o =0

(6) f(x) =322+ 1, 2= —1 (11) f(z) =3 =12

Zad.2. Napisa¢ réwnanie stycznej (o ile taka istnieje) do wykresu funkcji f o wzorze
flx) = % + Inz, ktéra:

(1) jest rownolegta do prostej y = 2x + 5,
(2) jest réwnolegta do prostej y = —2x — 1,
(3) jest prostopadla do prostej y = %$ +2,
(4) jest prostopadla do prostej y = —32 — 9.
Zad.3. Napisaé rownanie stycznej (o ile taka istnieje) do wykresu funkcji f o wzorze
f(z) =2cosx + 1, ktéra:
(1) jest réwnolegla do osi OX,
(2) jest réwnolegta do prostej o réwnaniu y = v/3z + 1,
(3) jest prostopadia do prostej y = %x — 6,

jesli wiadomo, zZe odcieta punktu stycznosci znajduje sie w przedziale (—

oy
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Zad.4. Napisa¢ rownanie stycznej (o ile taka istnieje) do wykresu funkcji f o wzorze
f(x) = zlnz — 2z, ktéra:

(1) jest réwnolegta do prostej o réwnaniu y = 21,
(2) jest réwnolegla do prostej o réwnaniu y = 2z — €3,
(3) jest prostopadta do prostej o réwnaniu y = = + 3.
Zad.5. Napisa¢ rownanie stycznej do krzywej y = arcsin "’“”T’Q, w punkcie przeciecia tej
krzywej z osig OX.

Zad.6. Napisa¢ réwnanie stycznej do funkcji f o wzorze f(z) = e® ! w punktach

przeciecia tej krzywej z prostg y = €.

Zad.7. W jakim punkcie styczna do wykresu funckeji zadanej wzorem f(z) = 2% + 1:

(1) jest réwnolegta do osi OX,
(2) tworzy z dodatnim kierunkiem osi OX kat %7
Zad.8. W jakim punkcie styczna do wykresu funkcji f o wzorze f(x) = Va2 + 2x + 4

jest prostopadia do prostej o rownaniu y — 2x + 1 = 07 Napisa¢ réwnanie tej
stycznej.

Zad.9. Napisaé¢ réwnanie normalnej do wykresu funkeji f w punkcie o podanej odcigtej
Zo-

8|~

(1) f(z)=In(e*+1), x0=0 (3) f(z)=2%, zy=1

(2) f(x) =cos(5(z*—6)), xo=3 (4) f(z)=arctg(lnz), zo=1

Zad.10. Napisaé réwnanie normalnej do wykresu funkcji f, f(x) = In(z + 1), ktéra:

(1) jest rownolegta do prostej y = —5x + 101,
(2) jest rownolegta do prostej y = 2x + 7,

(3) jest prostopadia do prostej y = %x +m,
(4) jest réwnolegta do osi OX.

Zad.11. Wyznaczy¢ rownanie stycznej i normalnej do krzywej zadanej parametrycznie
dla podanej wartosci parametru t.
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Zad.12.

Zad.13.

Zad.14.

Zad.15.

Zad.16.

Zad.17.

z(t) = e +1 B z(t) = 9t?+2 -
. {y<t> ey 70 {ym e -1

z(t) = = . 2(t) = In(t* — 2 + 1) B
. {?/(t) -% T (4> {y(t) s —pa1)

z(t) =t — ¢

, ktora jest rowno-
y(t) =1+

Wyznaczy¢ réwnanie stycznej do krzywej {
legta do prostej y = x + 5.

z(t) = In(t? + 1

, ktora jest
y(t) = In(t' +1) o

Wyznaczy¢é réwnanie normalnej do krzywej {
rownoleglta do prostej y + %:v =T.

z(t) =3+ 2t + 2

y(t) = arcsint — /1 — ¢2

jest prostopadta do prostej 2x +y + 6 = 0.

Wyznaczy¢ punkt na krzywej { , w ktorym styczna

x(t) = arctg \/t
y(t) =In(t+1)
stopadta do prostej 2v/3z —y — V3 = 0.

Zmalez¢ punkt na krzywej { , w ktérym normalna jest pro-

x(t) =In =
y(t) =23 — 9> + 12t + 1
prostopadta do prostej x + 6y — 1 = 0.

x(t) = arcsint + /1 — 2
y(t) =1+2t —¢?
jest prostopadta do prostej y — 2z 4+ 3 = 0.

Zmalez¢ punkt na krzywej { , W ktorym styczna jest

Zmalez¢ punkt na krzywej { , W ktérym normalna

Zadania dodatkowe

Zad.l.

Zad.2.

Dla jakich wartosci zmiennej niezaleznej styczne do wykreséw f, g, f(z) = 23,

g(z) = 2% + x + 4 sg réwnolegle?

Obliczy¢ pole trojkata ograniczonego osiami uktadu wspoélrzednych i styczna
do paraboli y = —? + 4 w punkcie (1, 3).
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Zad.3. Punkt P(1,1) nalezy do wykresu funkcji f zadanej wzorem f(z) =

x2+azx+b
z+1 -

Styczna poprowadzona do wykresu f w punkcie P jest prostopadta do prostej
o rownaniu 2z + y — 3 = 0. Wyznaczy¢ a i b.

Zad.4. Dla jakiej wartosci parametru p € R styczna do wykresu funkcji f, f(x) =
In(z* + 1) + p w punkcie o odcietej réwnej 1, ogranicza wraz z osiami uktadu

wspotrzednych trojkat o polu 17

2 Badanie przebiegu zmiennosci funkcji

Zad.1l. Wyznaczy¢ przedzialy monotonicznosci i ekstrema podanych funkcji.

(1) f(x):§x3—2 2 4 4
(2) f(z) =3a* — 42?4 3
(3) f(x) = 3z* — 42® — 3022
(4) f(z) =23 —22° +x
(5) f(z) =223 +32%— 122 — 6
(6) f(z)=>5r—a%+2
(1) flo) =25
8) flz) =25
(9) flz) =15
(10) f(z) = =2
(11) f(z) = =22 — GIn(z + 1)
(12) f(2) = o — v
(13) f(x)=2znx
(14) f(x) = —2*Inz
(15) f(z) =In*x
(16) f(z) = -3z +Inx
(17) f(z) = arctg VT + V7

(18) fla) = =3

(19) f(z) = 22"

(20) f(x) = et

(21) f(z) = 32® — 22> 4+ 62 — 61In(z + 1)
(22) f(x)=2*—Inx

(23) f(z) =2 —1In(z* +1)
(24) f(z) = (2* = 6)e*
(25) f(z) = 3z2e™

(26) f(z)=xInz

(27) flz) =

(28) f(z) =2z + 6arcctgx
(29) f(x) =2z + arccosx
(30) fla) =

(31) f(z) = 2* — Inz?

(32) f(z)=2In(e*+1)—x
(33) f(x) =+Ve* e ®

Zad.2. Wyznaczy¢ przedzialy wypuktosci i wklestosci funkeji oraz punkty przegiecia.
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Zad.3.

Zad 4.

Zad.b5.

Zad.6.

Zad.7.

(1) f(z)=2Inz — 3z (12) f(z) = 2
(2) f(x)=2*+3nz (13) f(x) = ze™?"
(3) f(z) = e (14) f(z) =2°(1 —Inz)
(4) f(z) = (x4 2)ew (15) f(z)=a%—4x -3
(5) f(z) =—=5 (16) f(z) = 2* — 423 4+ 622 — 1
(6) f(z) = arctg x? (17) f(z) = 22? + &
(7) f(z) = V1 — 2%+ arccosz (18) f(z) =1 —In(z2 —9)
(8) flz) = 52" = 32° + 62° — 4 + 19) f(z) = ¢l — =%
(9) flz) = %:c‘l %$2 +r =5 (20) f(z) = 73156 121$8 + 112
(10) f(z) = = (21) f(z)=zn’z
(11) f(z) == (22) f(z) ="

Wyznaczy¢ przedzialy, w ktérych dana funkcja jest jednoczesnie malejaca i
wypukta.

(1) f(z) =ze (2) f(x) =2 —sinx (3) f(z)=zln’x

Wyznaczy¢ przedziaty, w ktérych dana funkcja jest jednoczesnie rosnaca i wkle-
sta.

(1) flx)=¢< 2) {)(x) = —(z—1)’In(2(3) f(z) = (v — 3)eT=

Wyznaczy¢ przedziaty, w ktorych dana funkcja jest rosngca i przyjmuje warto-
Sci ujemne.

(1) flo)=a® =3z +2 (2) f(z) =22 (3) flz) = (22 = 1)e”

z—1

Wyznaczy¢ przedziaty, w ktorych dana funkcja jest wypukta i przyjmuje war-
tosci dodatnie.

(1) f@) =V FT1-2 (2) f(2) = (@ —D)e*  (3) f(z) = a%e}

Sprawdzi¢ czy podane funkcje osiggaja w podanych przedziatach wartosé naj-
wieksza lub najmniejsza. Jesli tak, podac ile wynosza te wartosci oraz w jakich
punktach sa osiaggane.
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(1) f(z) =In(z*+1), (-2,3) 4) f@@) =551 (0,7)

(2) flz) =wze™, (0,1) 5) f(@) = (G0
(3) f(z) = ﬁ? (e, 2¢e) (6) f(z) = ﬁ’ <2ie72€>

Zadania dodatkowe

Zad.1l.

Zad.2.

Zad.3.

Zad.4.
Zad.b5.

Zad.6.

Zad.7.
Zad.g.
Zad.9.

Zad.10.

Dla jakiej wartosci parametru p funkcja f jest rosngca w catej dziedzinie?
W) f@) =P+ 32 4pr+1,  (2) f@) =a° — (p+ 2w — 10.

Dla jakiej wartosci parametru p funkcja f ma w punkcie zy ekstremum? Okre-
sli¢ rodzaj tego ekstremum.

(1) f(z) =pa® —a?+2+3, 1o =—12) f(z) =32 —pa® + 5z — 3, 2o = 1.

Funkcja f(z) = % dla x = 2 osigga ekstremum rowne -1. Wyznaczy¢ a

oraz b i rozstrzygnac¢ czy jest to maksimum czy minimum.
Wyznaczyé ekstrema lokalne funkeji f(x) = 2%, gdzie o € R,

Naszkicowaé wykres funkcji f. Z wykresu odczytaé¢ punkty, w ktérych funkcja
osiaga ekstrema. Czy istnieje pochodna funkcji w tych punktach?

(1) fl@)=lz=2[=3 (2) fz)=|2* -4 (3) f(x) = |sinz|

Zbadac¢ przebieg zmiennosci funkeji i naszkicowaé jej wykres.

(1) flo) =2 = 2% =8 (4) f(a) = 2L (7) f(z) =27 + e
(2) f(2) = 255 (5) fl2) = oz (8) f(z) = we™™
(3) fx)=2+1 (6) f(x) =22 —arctgx (9) f(x) =4lnx —In*x

Ktory z prostokatéw o obwodzie réwnym 2p ma najwieksze pole?
Ktory z prostokatéow o ustalonym polu S ma najmniejszy obwod?

Jakie wymiary powinna mie¢ puszka w ksztalcie walca, majaca catkowity po-
wierzchnie 150mem?, aby jej objeto$é byta najwieksza?

W poétkole o promieniu R wpisano prostokat o najwiekszym polu. Wyznaczy¢
jego wymiary.
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3 Robzniczka funkcji jednej zmiennej

Zad.1l. Korzystajac z rézniczki wyznaczy¢ przyblizong wartos¢ wyrazenia.

(1) 1/2,014+9
(2) (0,98 +2)3
(3) 4-2,03+1
(4)
(5)

4 1n(1+1n1 01)
5) 0,99 - cos(0,997)

4 Regula de ’Hospitala

Zad.1. Obliczy¢ ponizsze granice.

2 . :
(1) lim a:l —1 (12) xll)r(% Jxlnz (23) lin% aa22§1n155m
=1 Inx 2—0 arcsin 15z
. Inz (13) lim 2%~ , 3x
(2) ;151_{% r—1 e ) (24) :}:li% arcsin 4z
Inx (14) limw . sinz —xcosx
3) lim —— 20 T — tg (25) Ty ——5——
z—1 e~ — 1 z
z—1 sinx —xcosx
1 2 . € .
(4) lim n'con & (15) A arcctgx — T (26) a1 z2
©0 st t Insinz
1 . T —arctgx .
(5) lim e tga (16) lim ———~ & (27) lim ——
z—0 x T
i 28) i r
(6) lim eﬁ (17) lim - 35"1 (28) lim o
T—r00 z—0 e“T —
A (29) lim (22)*
(7) lim = (18) lim(L — — 1y =0
voe €7 w=0t In(z +1) (30) lim (In x)%
sin® z 1 1 FTreo
8 ];‘ R 1 _—— sin x
(8) zlg(l) 1 —cosxz (19) alcli%(x In(2z + 1 X31 wlig}rx
9) 1 sin 1 L
im —— : _ nz
T—>
sin 2z
10) lim ———— ; r+7 2
(10) 2=0 In(2x 4 1) (21) tholoxln z—7 (33) lim (— arctgx)®
T—00 Tr
ettt sin 12z L a 2
(11) ilir(l) o, (2 alclir(l) e (34) ilg(l)(e + )=

7
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' B 1 —1+1
(35) lim (cos 2x)+? (38) lim(— —ctgx)  (41) m%
: 3 2
(36) lim (tga)™  (gg) yy L P2 —Aeo8 1
20+ (39) sz 28 + 322 + 3z 143) }:lgcl)(ﬁ sin’z
. sinz .1 20 — 50 — 20 ~ ;
) (S0 (0l TP T ne—2) a2



