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Wyktad 2
Funkcje
elementarne

Teleinformatyka,

AMIA, AEil,
2022/23

Definicje i
whasnoéci

Definicja

Funkcja f ze zbioru X w zbiér Y nazywamy dowolne
przyporzadkowanie (doktadnie) jednego elementu ze zbioru Y
kazdemu elementowi zbioru X.

f: X=Y
x = f(x)

X — argument
y = f(x) — warto$¢ f w punkcie x

Uwaga

Symbol f odnosi sie do funkcji, podczas, gdy f(x) to wartos¢ funkcji
f w punkcie x. (Zatem f # f(x)!)



Wyklad 2 X, D, Df — dziedzina funkcji

domenine Y — przeciwdziedzina f
Tel\e’i\;if:n:gllfa. R = {y eY:y= f(x) dla pewnego x € X}, R, Rf — zbidr
2022/23 wartosci f

Definicje i

wiasnosci Uwaga

: Czesto Y # R.
Przyktad

Niech f bedzie zdefiniowana za pomoca wzoru f(x) = v/x + 2.
Wtedy D = (—2,00), Yr =R, ale Rr = (0, 00).

Y
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Wyktad 2
Funkcje
elementarne

Teleinformatyka,

AMIA, AEil,
2022/23

Definicje i
whasnoéci

Niech f bedzie funkcja rzeczywista, tzn. jej dziedzina i
przeciwdziedzina sg zawarte w R.

Jedli dziedzina nie jest podana, to zaktadamy, ze dziedzing f jest
najwiekszy podzbiér R, dla ktérego wzér f ma sens. Moéwimy wtedy,
ze jest to dziedzina naturalna f.

Cwiczenie
Wyznaczy¢ dziedzine f.
© f(x) =2V + g

x+5
® f(x) = log,(—x? — 4x — 3) + tg(2x)



Wyktad 2
Funkcje
elementarne

Teleinformatyka,

AMIA, AEil,
2022/23

Definicje i
whiasnosci

Definicja

Niech f bedzie funkcja n zmiennych rzeczywistych (n € N jest
ustalone, n > 2).
f: D—=R, DCR"

Cwiczenie
Wyznaczyé dziedzine f.
® f(x,y) = eV¥sinx + log,(y — x?)

_ 1 1
(2] f(X7.y) - \/37\x+2y\ + log3 (x(3—x))+4




Wykfad 2
Funkcje

elementarne - Y4
e Surjektywnosé¢
AMiIA, AEil,
2022/23 o
Definicja
Definicje i
wiaenc Niech f : X — Y bedzie funkcja i niech R oznacza jej zbiér wartosci.
Jesli Y = R, tzn.
Przyktady vy E Y 3 X e X f(X) _ y7

to méwimy, ze f jest surjekcja/funkcja "na".
Przyktad

Niech fi,f, : R — R beda zadane o0 | Y
nastepujaco: fi(x) = ﬁ;
f(x) = x? - 0.8*. Funkcja f; jest
surjekcja, a fa nie.

—20 20

—-20 +




Wyktad 2
Funkcje
elementarne

Teleinformatyka,

AMIA, AEil,
2022/23

Definicje i
whiasnosci

Definicja

Przyktady

Injektywnosc
Definicja
Jesli f - X — Y réznym elementom X przyporzadkowuje rézne
elementy zbioru Y, tzn.
Vxi,x € X (x#x = f(x)# f(x))
lub réwnowaznie
VXl,Xz eX (f(Xl) = f(Xz) = X1 = X2),

to méwimy, ze f jest injekcja/funkcja réznowartosciows.

Przyktad

Niech fi,f, : R — R beda 0 lY

zdefiniowane nastepujaco:

4 2

fAi(x) =166 — 5 — 5

f(x) = 2° =27+ 8. Funkcja f, X

Jest réznowartosciowa, a fi nie. 1 :
-20 20

20 +




Wykfad 2

Funkcje
elementarne . Y4
Toinformatyi Injektywnosc
AMIA, AEil,
2022/23
Przyktad
Definicje i
e Sprawdzimy czy f jest réznowartosciowa, jesli f(x) = e

Zauwazmy, ze Df = R.
e Zatézmy, ze x1,x2 € Dy sa takie, ze f(x1) = f(x2).
o Wtedy

X1 X2

2 2
———— = ——— & X1X5 +2X1 = X{ X0 + 2x
XZ+2  xE+42 2 e T AR T e

x1x22 — x12x2 +2x1 —2x =0 & xpxo(x2 — x1) + 2(x1 —x2) =0

(X1X2 — 2)(X2 - Xl) =0 < (X1 =X2 V X1Xp = 2)
Zatem, jesli przyjmiemy x;1 =1, xo = 2, to

fla) =f(1) = 3 = f(2) = ().

Stad f nie jest réznowartosciowa.



Wykfad 2
Funkcje

elementarne | nJ ektyWnOéC/

Teleinformatyka,

AMIA, AEil,
2022/23
Przyktad
Definicje i
whasnogci Sprawdzimy czy f jest réznowartosciowa, jesli f(x) = x> + 3x.
Mamy Df = R.

Detiic Zatézmy, ze x1,x2 € D i f(x1) = f(x2). Wtedy
xf+3x1 :x23+3x2 & x13—x§’+3X1—3X2:O
(x1 — ) (¢ +x1x2 +x3) +3(x1 — x2) =0
(x1 — x2)(x? +x1x2 +x2 +3) =0

Poniewaz
1 \* 3
X+ xe+xg +3= (X1+ 2><2> +38+3,

drugie wyrazenie nie moze by¢ réwne 0, wiec x; = x». Poniewaz z
f(x1) = f(x2) otrzymalismy x; = xa, funkcja f jest réZznowartosciowa.



Wyktad 2
Funkcje
e Bijektywnos¢ i funkcja odwrotna
AMIA, AEil,
2022/23

Definicje i
wtiasnosci

Funkcje
elementarne
Definicja

Przykfady

Definicja

Jesli f jest injekcja i surjekcja, to méwimy, ze f jest bijekcja.



Wyktad 2
Funkcje
elementarne

Bijektywnos$¢ i funkcja odwrotna

Teleinformatyka,
AMIA, AEil,

2022/23
- Definicja
wrrmeke Niech f : X — Y bedzie funkcja. Jesli istnieje funkcja g: Y — X
taka, ze
gy)=x & f(x)=y,

Przyktady

to méwimy, ze g jest funkcja odwrotng do f i piszemy g = f~*.

f—l



Wyktad 2
Funkcje
elementarne

Teleinformatyka,

AMIA, AEil,
2022/23

Definicje i
whiasnosci

Definicja
Przyktady

Bijektywnos¢ i funkcja odwrotna

Uwaga

Nie wszystkie funkcje maja funkcje odwrotne.

Twierdzenie
Funkcja f : X — Y ma funkcje odwrotna wtedy i tylko wtedy, gdy f
Jjest bijekcja.



Wyktad 2
Funkcje
elementarne

Bijektywnos$¢ i funkcja odwrotna

Teleinformatyka,
AMiA, AEil,
2022/23

Definicje i
wtiasnosci

Definicja

Cwiczenie

Wyznaczy¢ f~1, gdzie f jest zadana jak ponizej.
o ()= V24
® f(x) =45
© f(x)=x%+2
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Funkcje
elementarne

Bijektywnos¢ i funkcja odwrotna

Teleinformatyka,

AMIA, AEil,
2022/23

Uwaga

e Jesli punkt (x,y) nalezy do wykresu funkgji f, to punkt (y,x) nalezy
do wykresu funkcji f=1.

‘Lf!,l::\, Whiosek
Wykresy funkcji wzajemnie odwrotnych sa symetryczne wzgledem
prostej y = x.
Przyktad

Funkcja f zdefiniowana za pomoca wzoru f(x) =
natomiast funkcja do niej odwrotna: f~(x) = 3 { %)3 + 1} . Dla
tych funkcji:
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Teleinformatyka,

AMIA, AEil,
2022/23

Definicje i
whiasnosci

/tozenie

Definicja
Zatézmy, ze f - X = Y ig: Y — Z. Ztozeniem funkcji g i f
nazywamy funkcje h: X — Z zdefiniowang za pomoca wzoru

h(x) = g(f(x))-
Piszemy wtedy h = g o f , a funkcje f i g nazywamy funkcja
wewnetrzng i zewnetrzna, odpowiednio.

Przyktad
Niech f,g : R — R beda funkcjami takimi, ze f(x) = x* + 2x,
g(x) = sin(2x). Wtedy

(g o f)(x) = g(f(x)) =sin(2(x* + 2x)) = sin(2x* + 4x),

(fog)(x) =f(g(x)) = (sin(2x))4+2(sin(2x)) = sin4(2x)—|—2sin(2x).

Uwaga
Zazwyczajfog # gof.
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Funkcje
elementarne

Teleinformatyka,

AMIA, AEil,
2022/23

Definicje i
whiasnosci

Przyktad

Zapiszmy h jako ztozenie funkcji g i f.

©® h(x) = cos* x, f(x) = cosx, g(x) = x*

® h(x) =631 F(x)=(3x — 1), g(x) = 6"

Twierdzenie

Zatézmy, ze f : X — Y ma funkcje odwrotna. Wtedy

(f~Y o f)(x) = x dla wszystkich x € X oraz (f o f~1)(y) = y dla
wszystkich y € Y.
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Funkcje
elementarne

Teleinformatyka,

AMIA, AEil,
2022/23

Definicje i
whiasnosci

Okresowos¢
Definicja
Funkcje f nazywamy okresowa, jesli istnieje liczba T # 0 taka, Ze
VxeD(x+TeD A f(x+T)=f(x)).
Kazda liczbe T spetniajaca te zaleznos¢ nazywamy okresem funkcji f.

Jesli istnieje najmniejszy dodatni okres funkcji f, to nazywamy go
okresem podstawowym.

10 |

—20 10 / 10 20




Wykfad 2

Funkcje
elementarne - Y4
S Monotonicznos$¢
informatyka,
AMIA, AEil,
202/ Definicja
Definicje i Funkcja f jest rosnaca na zbiorze A C Df wtedy i tylko wtedy, gdy
wiasnoéci
Vxi,x €A <x = f(x1) < f(x)).
Definicja
Przykfady
Definicja

Funkcja f jest malejaca na zbiorze A C Df wtedy i tylko wtedy, gdy

VX17X2 cA (X1 <Xy = f(Xl) > f(XQ))

Definicja
Funkcja f jest niemalejaca na zbiorze A C D wtedy i tylko wtedy,
&gdy
VXl,Xz cA (X1 < Xp = f(Xl) < f(Xz))
Definicja

Funkcja f jest nierosngca na zbiorze A C Dr wtedy i tylko wtedy, gdy

VX17X2 cA (X1 <Xy = f(Xl) > f(Xz))



Wykfad 2
Funkcje
elementarne - Y4
_ Monotonicznos$¢
eleinformatyka,
AMIA, AEil,
2022/23

o Przyktfad

wiasnosci Rozwaz'my fo poniz'szym Wykresie.

Y - 3
2

21| 12

Ta funkcja jest rosngca w przedziatach (—oo, 0), (%, 1), a malejaca w
przedziatach (0, 3), (1, 00).

Uwaga
Nalezy pamietad, ze z tego, ze f jest rosnaca (malejaca) na zbiorach
A1 i Ay nie wynika, ze f jest rosngca (malejaca) na A; U A;.
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Funkcje
elementarne

Teleinformatyka,

AMIA, AEil,
2022/23

Definicje i
whiasnosci

Definicja

Monotonicznos¢

Definicja

Jesli f jest rosnaca/malejaca/nierosnaca/niemalejaca w catej
dziedzinie, to méwimy, ze f jest monotoniczna.

Ponadlto, jesli f jest rosnaca/malejaca, to méwimy, ze f jest scisle
monotoniczna.

Definicja
Jesli dziedzine f mozna podzieli¢ na rozfaczne przedziaty na ktérych f
jest monotoniczna, to méwimy, Ze f jest monotoniczna przedziatami.

Przyktad

Funkcja f z poprzedniego
przykfadu nie jest monotoniczna,
ale jest przedziatami
monotoniczna.

oy, = 3
Y= @




Wyktad 2
Funkcje
elementarne

Monotonicznos¢

Teleinformatyka,
AMIA, AEil,
2022/23

o Przyktfad

whsnosei Udowodnimy, ze f zadana wzorem f(x) = x* — 2x? + 3 jest rosnaca
na przedziale (1, 00).

Definc Wystarczy udowodnié, ze z xo > x1 (x2,x1 > 1) wynika

” f(x) — f(x1) > 0.

Zatézmy, ze x; > x; > 1. Rozpiszmy réznice f(xz) — f(x1) w taki

sposob, ze bedzie mozna sprawdzi¢ znak tego wyrazenia.

fx) —f(x1) = (4 —2x3+3)— (xf —2x2 +3)
= X —x =204 - x7)
= (G —x)05 +x7) 208 — x7)

= (G-x)0S+x-2)

Zauwazmy, ze z xp > x1 oraz tego, Ze obie te liczby sa dodatnie,
mamy x3 — x2 > 0.

Ponadto, poniewaz x1,x; > 1, mamy x? +x3 —2>12+4+12 -2 =0.
Zatem f(xp) — f(x1) > 0. Oznacza to, ze f jest rosngca na (1,00).



Wyktad 2
Funkcje
elementarne

Parzystos¢

Teleinformatyka,
AMIA, AEil,
2022/23

wistneses Definicja
Funkcje f nazywamy parzysta, jesli spetniony jest warunek

e Vx e Df (—x € Df A f(—x) = f(x)).

Wykres funkgcji parzystej jest symetryczny wzgledem osi OY'.

STy ’—y:xsinx%—l‘
WAV
=5 5

_5,,




Wyktad 2
Funkcje
elementarne

Teleinformatyka,

AMIA, AEil,
2022/23

Definicje i
whiasnosci

Parzystos¢
Definicja
Funkcje f nazywamy nieparzysta, jesli
Vx € Df (—x € Df A f(—x) = —f(x)).

Wykres funkcji nieparzystej jest symetryczny wzgledem poczatku
uktadu wspétrzednych.

¢ Y —y = (4x% - Xf_‘il)arc sin 3
2 i
| X |
—4 2 4
ol




Wyktad 2
Funkcje
elementarne

Parzystos¢

Teleinformatyka,
AMIA, AEil,
2022/23

Definicje i
whiasnosci

Cwiczenie
Sprawdzic¢ czy f jest parzysta lub nieparzysta.
0 f(x) =57
® f(x) = x3(4 -

© f(x) =

4-x)



Wyktad 2
Funkcje
elementarne

Teleinformatyka,

AMIA, AEil,
2022/23

Definicje i
whiasnosci

Definicja

Ograniczono$¢
Definicja

Funkcje f nazywamy ograniczona 5%
z gory, jesli istnieje taka liczba
M, ze dla dowolnego x € Dy === K--------
spetniona jest nieréwnos¢ } ,X/
f(x) < M. -5 5

Definicja

Funkcje f nazywamy ograniczona 51tY
z dotu, jesli istnieje liczba m m A

taka, zZe dla dowolnego x € Dr



Wyktad 2
Funkcje
elementarne

Teleinformatyka,

AMIA, AEil,
2022/23

Definicje i
whiasnosci

Definicja

Definicja

Funkcje f nazywamy
ograniczona, jesli jest
ograniczona z gory i z dotu.

Ograniczono$¢
101y
5,,
I T /\X\
—107" 51T E 710
_5,




Wyktad 2
Funkcje
elementarne

Teleinformatyka,

AMIA, AEil,
2022/23

Definicje i
whasnoéci

Szkicowanie wykreséw

Przeksztatcenie wykresu
przesuniecie o wektor [p, q]
skalowanie wzgl. osi OX
skalowanie wzgl. osi OY
odbicie wzgl. osi OY
odbicie wzgl. osi OX
Inne przeksztafcenia:

cy="Ff(x) = y="»(x[)
*y="1(x) = y=I[f(x)

Przeksztatcenie wzoru

y=f(x) = y=Ff(x—p)+q

y=1f(x) = y="f(ax) (a>0)
y=1f(x) = y=af(x) (a>0)
y="f(x) = y="~(-x)
y="F(x) = y=—f(x)



Wykfad 2

Funkcje
elementarne
Teleinformatyka, P rzyk’rad
AMiIA, AEil,
2022/23 Naszkicowac wykres funkgji f(x) = 2cos (2x — Z) — 1.
Definicle | f(x)=2cos (2x —5) —1=2cos (2(x— 7)) — 1
wiasnoéci
21y
Przyktad | | X
“ 2 i PN
-2
21y liy:cos(Qx) ‘
1
X
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Teleinformatyka,

AMIA, AEil,
2022/23

Definicje i
whiasnosci

PO A

SE AT

’7)/:2cos(2x) ‘
X
6
——y=2cos(2x—-%)—1
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Funkcje
elementarne

Teleinformatyka,

AMIA, AEil,
2022/23

Definicja

Definicja
Funkcje U, id, exp,sin : R — R wymienione ponizej
® U(x) =1 dla x € R (funkcja jednostkowa),
® jd(x) = x dla x € R (funkcja tozsamosciowa),
® exp(x) = e* dla x € R (funkcja wyktadnicza o podstawie e),
® sin(x) =sinx dla x € R (funkgja sinus)

nazywamy funkcjami elementarnymi z deklaracji.

Definicja
Funkcja elementarna jest kazda funkcja
® elementarna z deklaracji,
® bedaca iloczynem statej i funkcji elementarnej,
® suma, réznica, iloczyn, iloraz funkcji elementarnych,
® zfozenie funkcji elementarnych,
® funkcja odwrotna do funkcji elementarnej,

® funkcja elementarna z zawezong dziedzina.



Wyklad 2 ® funkcja potegowa
Funkcje
elementarne

Teleinformatyka, Y —y =
AMIA, AEil, 20 + y X
2022/23 —y=X

10

Definicja
Przykfady

® funkcja wielomianowa
f(x) = anx"+ ap_1x" T+ 4 ax+ ap

4 2
T y=—35t5t7

X

20 ,
—20 20
10 |
_20 iR




s ¢ funkcja potegowa f(x) = Xi neN

elementarne

Teleinformatyka,
g Wiy =t Y
10
X
Definicja tﬁ 5
Przykfady X
-5 5
—10 +

® homografia f(x) = 245 (ad # bc

51 )j

s S5 5




Wyktad 2
Funkcje
elementarne

Teleinformatyka,
AMIA, AEil,
2022/23

Definicja
Przykfady

® funkcja potegowa

f(x)=+vx,neN




W e funkcja wykfadnicza f(x)=a,a>0a#1
Ep
elementarne

Teleinformatyka,

AMIA, AEil,
2022/23

— y =12
—y =1.35"

Definicja

Przykfady

® funkcja logarytmiczna f(x)=log,xa>0,a#1

y=Inx Y

y = logy 5 x

Uwaga

— y=0.9"
—y =0.75"
v =logq x
y =log} x

Funkcja wykfadnicza f taka, ze f(x) = a* i funkcja logarytmiczna g

taka, ze g(x) = log, x sa wzajemnie odwrotne.




Wyktad 2
Funkcje
elementarne

Teleinformatyka,
AMIA, AEil,
2022/23

Whtasnosci poteg i logarytméw

: abte=ab.a¢ log,b=c & a“=0b
Przyk;;y _ b
abme =2 log, b+ log, ¢ = log,(bc)
(ab)e = abc log, b* = k -log, b

| b
|0gab: og.b _ Inb

log. a Ina

Uwaga

log, x oznaczamy In x



Wykfad 2

Funkcje
elementarne . . . . X _ X
, ® sinus hiperboliczny sinhx .= £=5—
Teleinformatyka, 2
AMIA, AEil,
2022/23 20 |
‘ X
Definicja _20 20
Przyktady
_og |
® cosinus hiperboliczny ~ cosh x := £42—
A
30 1y
2 A4
1 A4
X




Wyktad 2
Funkcje
elementarne

Teleinformatyka,

AMIA, AEil,
2022/23

Definicja
Przykfady

® tangens hiperboliczny

® cotangens hiperboliczny

105 )
5

tghx i 2
4 1Y
2 i
- 2 4
_2 i
_4 i
ctghx = tg%
10 5
Y

{

—10 *



Wyktad 2
Funkcje
elementarne

Witasnosci funkcji hiperbolicznych

Teleinformatyka,
AMIA, AEil,
2022/23

Definicja

Przykfady C05h2 X — Sinh2 x=1

sinh 2x = 2sinh x cosh x

cosh 2x = cosh? x + sinh? x



Wyktad 2
Funkcje
elementarne

Teleinfc ka, H -
W ® sinus f(x) =sinx
2022/23
N 1 X
Definicja 7 il 7T\_/
Przyktady

® cosinus f(x) = cos x

M
1]




Wyktad 2
Funkcje
elementarne

Teleinf ka, .
“AMiA, AEN * tangens  f(x)=tgx

2022/23

Definicja
Przyktady

® cotangens = ctgx




Wyktad 2
Funkcje
elementarne

Teleinformatyka,

AMIA, AEil,
2022/23

Definicja

Przyktady

Whtasnosci funkgji
trygonometrycznych

sin®x +cos?x =1
tgx-ctgx =1

sin 2x = 2sin x cos x

cos 2x = cos®

—sin? =2cos’x —1=1—2sin’x
sin(x 4+ y) = sinx cos y + cos x sin y

cos(x + y) = cosxcosy —sinxsiny

sinx+siny:2sinx+ycosX;y

. . X+y . X—y

sinx —siny = 2cos sin

in x iny > i >

cosx+cosy=2cosx—5ycosxgy
. Xty . x—y

Ccosx —cosy = —2sin sin

2



Wyklad 2 Funkcje trygonometryczne nie s réznowartosciowe. Zatem, nie

Funkcje

elementarne posiadajq fUniji OdWI’OtnyCh.
Telinformatyl, Jednak, jesli zawezymy ich dziedziny, otrzymamy funkcje
2022/23 réznowarto$ciowe, ktére maja funkcje odwrotne.
Definicja

o Dla dowolnego x € (—1,1) definiujemy arcus sinus x nastepujaco:

Przykfady

. . T
y=arcsinx < (x=siny 0mzy€<—§,§>)




Wyktad 2
Funkcje
elementarne

Teleinformatyka,
AMIA, AEil,

2022/23 Definicja
Dla dowolnego x € (—1,1) definiujemy arcus cosinus x nastepujaco:

y=arccosx <« (x=cosy orazy € (0,m))

Definicja

Przyktady




Wyktad 2
Funkcje
elementarne

Teleinformatyka,
AMIA, AEil,

20222 Definicja
Dla dowolnego x € R definiujemy arcus tangens x nastepujaco:
T
Definicja y:arctgx = (X:tgy Orazye(_§7§))

ol

J, -

—5 +
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Funkcje
elementarne
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AMIA, AEil,
2022/23

Definicja
Przyktady

Definicja

Dla dowolnego x € R definiujemy arcus cotangens x nastepujaco:

y=arcctgx < (x=ctgy orazy € (0,7))
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AMIA, AEil,
2022/23

Definicja
Przyktady

Cwiczenie

< > i1
Wyznaczy¢ doktadng wartos¢ cos(arcsin 3).
Cwiczenie

Wyznaczy¢ dziedzine funkgji f, gdzie f(x) = y/arcsin(1 — In 2x).
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