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Definicja
Niech X bedzie zbiorem niepustym. Metryka na zbiorze X nazywamy
dowolng funkcje d : X x X — (0,00), ktéra dla dowolnych
x,y,z € X spetnia nastepujace warunki:
0 dx,y)=0 & x=y,
@ d(x,y) =d(y,x),
® d(x,z) <d(x,y) +d(y,2).

Definicja

Przestrzenig metryczng nazywamy uporzadkowang pare (X, d), gdzie
X jest niepustym zbiorem, a d metryka okreSlona na tym zbiorze.
Elementy przestrzeni X nazywamy punktami, natomiast wartos¢
d(x,y) odlegtoscia miedzy punktami x, y.
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Przyktad
Jesli X jest dowolnym zbiorem, to nastepujaca metryke:

d(x,y) = 0 gdyx=y
TN gdyx £y

nazywamy metryka dyskretna lub zero-jedynkowa.

Przyktad
Dla X = R" funkcja d taka, ze

d((x1, %2, s Xn), (X1, X0, -+, X0)) = |x1—x1 | +|x2 = x5+ - -+ [x0 — x|

jest metryka.



Wyktad 3
Przestrzenie
metryczne . )
Tenformatie, Metryki euklidesowe
AMIA, AEil,
2022/23

e X =R, d(xi,x2) = |x1 — xa|

X = (C, d(Zl,ZQ) == ‘Zl —22|

X =R?, d((x1,01), (%2, 52)) = V/(x1 = )2 + (y1 — y2)?

X =R",

d((Xl) T aXn)? (Xl/v s )Xr/v)) = \/(Xl - X1/)2 +-t (X,, - X1/1)2
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Przyktad

Metryka takséwkowa:

d((x,11), (X2, ¥2)) = |x1 — x2| + [y1 — ya|

Y
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Przyktad
Metryka rzeka:

d((Xl,Y1)7 (Xz,)/2))

\}’1—Y2| gdy x1 = Xo
Ix1 = xo| + Iyal + [y2|  gdy x1 # x2

Y
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Przyktad

Metryka centrum:

Vi —x)?+ (1 — y2)?
gdy O, (x1,y1), (x2, y2) s¢ wspélliniowe

VR HVE 4y
gdy O, (x1, 1), (x2, y2) nie sq wspdtliniowe

d((x1,y1), (2, y2)) =

Y

/
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Definicja

Kula o srodku P i promieniu r nazywamy zbidr

B(P,r)={Qe X: d(P,Q)<r}

Cwiczenie

W R? z metrykami
@ euklidesowa,
® dyskretna,
© takséwkowa,

O rzeka
naszkicowac¢ kule B((1,1),3).
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X - przestrzeh metryczna

Definicja
Otoczeniem punktu P nazywamy dowolna kule o Srodku w P.
Definicja

Sasiedztwem punktu P nazywamy dowolna kule o srodku w P bez
tego Srodka.
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X - przestrzen metryczna
SCX

Definicja

Zbiér S nazywamy ograniczonym, jesli jest on zawarty w pewnej kuli.
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X - przestrzeh metryczna
SCX

Definicja
Punkt P nazywamy punktem skupienia zbioru S, jesli w dowolnym
sasiedztwie punktu P znajduje sie co najmniej jeden punkt ze zbioru

S.

Cwiczenie

Wyznaczyé punkty skupienia zbioréw
o (0,1)
® (0,1)
© Qn(0,1)

w R z metryka euklidesowa.
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X - przestrzen metryczna
SCX

Definicja
Zbiér S nazywamy domknietym, jesli zawiera on wszystkie swoje
punkty skupienia.

Definicja
Dombknieciem zbioru S nazywamy najmniejszy zbiér domkniety
zawierajacy S. Domkniecie zbioru S oznaczamy cl(S).

Cwiczenie

W R z metryka euklidesowa wyznaczy¢ cl(S), jesli
(1] S= (_2a 3) U (377),
8 S5S=Q.
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X - przestrzen metryczna
SCX

Definicja

Punkt P nazywamy punktem wewnetrznym zbioru S, jesli istnieje
otoczenie punktu P, ktdre jest catkowicie zawarte w S.

Zbiér wszystkich punktéw wewnetrznych zbioru S nazywamy jego
wnetrzem. Oznaczamy je int(S).

Cwiczenie

W R z metryka euklidesowa wyznaczy¢ int(S), jesli
o S=(-21),
® S=Q.

Definicja
Zbiér S nazywamy otwartym, jesli kazdy jego punkt jest punktem
wewnetrzym S.
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X - przestrzeh metryczna

SCX

Definicja
Punkt P nazywamy punktem izolowanym zbioru S, gdy istnieje
pewne sasiedztwo P, ktdre nie zawiera punktéw zbioru S.

Przyktad
Punkt 3 jest punktem izolowanym zbioru (—1,1) U {3}.
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X - przestrzeh metryczna

SCX

Definicja

Punkt P nazywamy punktem brzegowym zbioru S, jesli w kazdym
otoczeniu punktu P znajduje sie co najmniej jeden punkt nalezacy do
S i co najmniej jeden punkt nie nalezacy do S.

Zbiér punktéw brzegowych zbioru S nazywamy jego brzegiem i
oznaczamy bd(S) (lub 9(S)).
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X - przestrzeh metryczna
SCX

Definicja
Zbiér S nazywamy spéjnym, jesli nie mozna go przedstawié¢ w postaci
sumy dwdch niepustych i roztacznych zbioréw otwartych.

Przyktad
W R z metryka euklidesowa kazdy przedziat jest spojny.

Uwaga
Podzbiér R? jest spéjny wtedy i tylko wtedy, gdy dowolne dwa punkty
tego zbioru mozna potaczy¢ krzywa catkowicie zawarta w tym zbiorze.
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Definicja
Obszarem nazywamy dowolny niepusty, otwarty i spéjny podzbiér S
zbioru R?.

Definicja

Obszarem domknietym nazywamy zbidr postaci cl(S), gdzie S jest
pewnym obszarem.



