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Granica w
przestrzeni
metrycznej

Definicja
Ciagiem skoriczonym o k wyrazach (k € N ustalone) ze zbioru X
nazywamy dowolng funkcje a: {1,2,3,...,k} = X.

Definicja
Ciagiem nieskoriczonym o wyrazach ze zbioru X nazywamy dowolna
funkcje a: N — X.

Bedziemy zajmowa¢ sie tylko ciaggami nieskonczonymi.
Aby wyznaczy¢ ciag, wystarczy wyznaczy¢ jego wyrazy a(1), a(2),
a(3), ... w odpowiedniej kolejnosci.

Dla uproszczenia zamiast a(n) piszemy ap,.

(317 a2,d83,...,dn, .. ) = (an);.il
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Definicja
Niech (a,)02, bedzie ciagiem liczb rzeczywistych.
@ JesliVn € N a, < apy1, to (a,) nazywamy rosngcym.
@ JesliVn € N a,q1 < ap, to (a,) nazywamy malejacym.
® Jeslivn € N a, < apy1, to (a,) nazywamy niemalejacym.
(an)

O Jedlivn e N apy1 < ag, to (a,) nazywamy nierosnacym.

Cwiczenie
Zbada¢ monotonicznos¢ ciagéw (ap).

__ n+1
0 an - n2+1

@ 2= (-3)"
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Definicja
Ciag liczb rzeczywistych (a,)%2, nazywamy ograniczonym, jesli zbiér
{an: n € N} jest ograniczony.

Cwiczenie

Sprawdzi¢ czy ciag (a,)72, jest ograniczony.
®a,=(-1)"+ %
®a,=e""
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Definicja

Niech (X, d) bedzie przestrzenig metryczna, a (a,)2, ciagiem o
wyrazach z X. Méwimy, Ze ciag ten ma granice réwna a i piszemy
lim a, = a, jesli spetniony jest warunek

n—o0o

Ve>03INeNVn>N d(a,a)<e.

Ciag, ktory ma granice nazywamy zbieznym.
Ciag, ktdry nie jest zbiezny, nazywamy rozbieznym.
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. Ve>03INeNVn>N |a,—al<e
e

Przyktad

Rozwazmy ciag (an) o wyrazie ogélnym a, = 1

Y
1+ x
: x Ty o x x x X
1 2 4 6 8

Mamy nILmOO ap, =0.
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Przyktad

Ciag (an) o wyrazie ogélnym a,

Przyktad

Ciag (an) o wyrazie ogdlnym aj,

(—1)" jest rozbiezny.

n" réwniez jest rozbiezny.
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przestrzeni
metrycznej

Ve>0aNeENYn>N d((xnyn) (x,y)) <€

-
Ve>03INeENVYn>N /(xo—x)2+(yn—y)?2 <e
=
lim x,=x, lim y, =y w R z metryka euklidesowa
n—o0 n—o0o
Przyktad

Ciag (—3,1— 2) jest zbiezny do punktu (0,1).

3n n
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przestrzeni
metrycznej

W C z metryka euklidesowa ciag (x, + iyn)32, jest zbiezny do x + yi,

jesli

Ve>0INeNVn>N d((xnyn), (x,y)) <€

Ve>03aNeNVn>N

54

=

‘Xn‘i’)/ni* (X+yi)| <€

Ve>0INENVYn>N /(xn—x)2+(yn—y)2 <e

lim x, =x, lim y,=
n—oo

n—oo

Przyktad

=

Dla ciaggu i—;; mamy:

3=
lim

n—oo n+4i

(3 i)n—1)

n—o0 (n + i)(n — i) " h—oo

lim
n—oo

0—-0i=0.

3n—1 n+3 .
- — i
n”+1 n+1

y w R z metryka euklidesowa

3n—1—(n+3)i

)=

n?+1

3 1

n n?

1+%

1
n
1

+
+

3
n?
1

2

)
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Twierdzenie
Jesli ciag (an)S2, jest zbiezny, to ma on dokfadnie jedna granice.
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Dowdd.
ez w Postuzymy sie nieréwnoscia tréjkata:

przestrzeni
metrycznej

Vx,y €R d(x,y)+d(y,z) > d(x,2).
Zatézmy, ze ciag (a,)52, jest zbiezny, ale ma wiecej niz jedna

granice.
Rozwazmy dwie z nich — L; i Ly. Z definicji granicy mamy:

Ve>03N, e NVn> N, d(ap L1) <e
oraz
Ve>03IN eNVn> Ny, d(an,Lo) <e
Ustalmy n takie, ze n > Ny, n > N,. Wtedy:
Ve>03I N, No e NVn> Ny, No d(ap, L1)+ d(an, Lo) < 2e.
Teraz z nieréwnosci tréjkata otrzymujemy:
2¢ > d(ap, L1) + d(an, L2) > d(La, Ly).

Zatem
Ve>0 d(Lz,Ll) < 2e.

Oznacza to, ze d(Lp, L1) =0, czyli L, = Ly. O
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WHtasnosci granic

Twierdzenie
Kazdy ciag zbiezny jest ograniczony.

Twierdzenie
Jesli ciag jest ograniczony i monotoniczny, to jest zbiezny.
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WHtasnosci granic

Twierdzenie

Zatézmy, ze |lim a, = a oraz lim b, = b. Wtedy
n— 00 n—oo

@ lim (a,+ by)=a+b,
n— o0

® lim (a-a,) = o a dla wszystkich o € C,

n—oo

® lim (a,-b,)=2a-b,
n—oo

o lim ? — % pod warunkiem, 7e b # 0 i by # 0 dla wszystkich
ne N.n

0 lim |a,| = |al.
n—oo
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lim i =0 dla wszystkich a > 0

n—oo N

Ciagi o wyrazach
rzeczywistych

lim a”" =0 dla wszystkich |a| < 1

n—o0

lim v/a=1 dla wszystkich a > 0

n— o0

lim v/n=1

n—o0

n

lim a—l =0 dla wszystkich a > 0

n—oo Nn!

lim P(n)

n—oo gn

=0 dla wszystkich a > 1 i wielomianéw P
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Twierdzenie (O trzech ciagach)

Jesli dla kazdego n € N spetniony jest warunek a, < b, < ¢, oraz

lim a, = I|m ¢, =1L, to lim b, = L.
n—oo n— 00
Przyktad

cos(n®—arctg n)

Niech (a,) bedzie ciagiem o wyrazie ogélnym a, = .

3\»—\

< cos(n®—arctg n) <1
= n

n =

!
0

Zatem lim a, = 0.
n—o0
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Granice niewtasciwe

Definicja
Méwimy, ze ciag (an)32, jest rozbiezny do oo/ma granice
niewtasciwg réwna oo, jesli

YM>03dNeNVn>Na, > M.

Piszemy wtedy: lim a, = cc.
n— oo

Przyktad
Niech a, = %nJr 2Inn.
10 1
Y
51 "
1 X
13 6 9

lim a, = oc.
n—oo
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Ciagi o wyrazach
rzeczywistych

Granice niewtasciwe

Definicja
Méwimy, ze ciag (a,)52, jest rozbiezny do —co/ma granice
niewtasciwa réwng —oo, jesli

Vm<O03aNeNVn>Na,<m.

Piszemy wtedy: lim a, = —oc0.
n—o00
Przyktad
Niech a, = 7%,72 - %
‘L ‘ X
y ‘
“+71.3 6 9
_51 x
~10 |

lim a, = —c.

n—o0
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Przyktad

, . . P a\n - P
Granica ciggu (a,) o wyrazie ogdlnym a, = (3)" jest réwna co.

Ciagi o wyrazach
rzeczywistych

Przyktad

. . . Ve e 2 . pe
Granica ciagu (a,) o wyrazie ogélnym a, = ="E"tL jest réwna —oc.

Whiosek

Jeslia>1, to lim a" = co.
n—oo
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Twierdzenie

Niech (an)52, bedzie ciagiem liczb rzeczywistych. Wtedy

® lim |a,=0 = lim a,=0,
n—oo n—oo

. .1
® lima =120 = lim — =0,
n—o0o n— o0 an

(:)(ILm a,=0AVneNa, >0 =

O (lima,=0AVneNa,<0) =

n—o0

@ (lim a, =0 A (b,) jest ograniczony )

n—o0

lim
n— o0

lim
n—o0o

=

1
= =00,
an
1
— = oo,
dn
lim (a,-b,) =0
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Symbole nieoznaczone:

Przyktad

5 1) o e

[1] [00”] [0

1
Sin " 0
nlew tg % [0}
. n£+ 4n oo
im —— [2]
n—o0 In(nb + 2) o°
lim (n* — 5n%) [00 — o]

Jim <n2 “In (1 + i)) [0 ]

1 2n°43n

n—oo
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Cwiczenie
Obliczyé.

o i 2n%2 — 3n
im ——
n—oo n2 *4”4’1

. 3n+1\°
® lim (\/3n2+2n—\/n2+n+1>
n—oo

O lim (n—+/n?>+4n)

n—oo
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Twierdzenie
Ciag (en)32, 0 wyrazie ogélnym e, = (1 + %)" jest rosnacy i
ograniczony.

Whiosek
Ciag (en)2,, zdefiniowany jak powyzej, jest zbiezny.

Twierdzenie

Granicg ciagu (,)32, 0 wyrazie ogdlnym e, = (1+ 1)" jest réwna
liczbie e.

Twierdzenie
Zatézmy, ze (a,)S2, jest taki, Zze lim a, = +oo0. Wtedy
n—oo

1\
lim (1 + —) =e.
n—oo a,7

Twierdzenie
Jesli (an)32, spefnia warunek lim a, =0, to
n—oo

lim (1+ a,,)i =e.

n—o00
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Przyktad
Obliczmy lim (1
n—o0

2
14+ =
(+3n

Zgodnie z twierdzeniem lim

. 2 .
Ponadto n|l>n;o (% -(4n+ 1)) = n||

— 00

4n+1
Zatem lim (1 + —) = e3.
n—oo 3n

lim
n—o0

Cwiczenie
Obliczy¢.

o

lim

(
(

n

2

n+11
n+7

2 4n+1
r)
4n+1
2
=[1°°1 = |i 14+ —
> [ ] njier <, + 3,1)
2\ ¥
LS (1 + %) = €.

2 4n
1+L>

+1

&

wico

m

8n+2
3n

8
-

3n
2

[

N

n

-(4n+1)
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Podciagi

(an) = (a1, a2, 33,...)
Niech
(nk) = (M, n2,n3,...)

bedzie taki, ze ny € Noraz ny < np < nz <....
Definicja
Niech (b,) bedzie ciagiem takim, ze

(bk) = (a"k) = (3"17 dnyy dng; - - )

Wtedy (b,) nazywamy podciagiem ciagu (a,).
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Pytania
@ Jedli cigg jest zbiezny, to czy podciag réwniez musi byé zbiezny?
@ Jedli cigg jest rozbiezny, to czy podciag musi by¢ rozbiezny?
© Jesli podciag jest zbiezny, to czy ciag musi byé zbiezny?
O J&sli podciag jest rozbiezny, to czy ciag musi by¢ rozbiezny?

Pytania

@ Jak wptywa na zbiezno$¢ ciggu usunigcie skonczonej liczby
wyrazéw?

® Jak wptywa na zbieznos$¢ ciaggu dodanie skonczonej liczby
wyrazdw?

® Jak wptywa na zbiezno$¢ ciggu usuniecie nieskonczonej liczby
wyrazéw?

O Jak wptywa na zbiezno$é¢ ciggu dodanie nieskonczonej liczby
wyrazéw?
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