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Posta¢
algebraiczna

Definicja
Liczbe postaci

z=a+bi, gdzieabeR, i°=-1 (1)

nazywamy liczba zespolona.
Zbiér liczb zespolonych oznaczamy C.

Postaé (1) nazywamy postacia algebraiczna (lub kanoniczna) liczby
zespolonej z.

Liczbe a nazywamy czescig rzeczywista liczby z i oznaczamy R(z),
natomiast liczbe b nazywamy czescig urojona liczby z i oznaczamy
X(2).

Liczbe i nazywamy jednostka urojona.
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Posta¢
algebraiczna

Definicja
Méwimy, ze dwie liczby zespolone zy, z, sa réwne wtedy i tylko
wtedy, gdy ich czesci rzeczywiste i urojone sa réwne, tzn.

R(z)=R(z) A S(z) = ().
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Posta¢

el Deﬁnicja
Niech z = a+ bi, w = c + di beda liczbami zespolonymi w postaci
algebraicznej. Ich suma nazywamy liczbe

z+w=(a+c)+(b+d)i.

Przyktad
Niech z =3 — 4i, w = 5+ 2i. Wtedy

z+w=(3-4i)+(5+2))=(3+5)+(—4+2)i=8-2i
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_— Definicja
e Niech z = a+ bi, w = c + di beda liczbami zespolonymi w postaci
algebraicznej. Ich iloczynem nazywamy liczbe

z-w = (ac — bd) + (ad + bc)i.

Przyktad
Niech z =2+ i, w = 3 — 2i. Wtedy

zow= (2+4)(3—-2)=2-3+42-(=2i)+i-3+i (=2i)
= 6-4i+3i—22=6—i—-2(-1)=8—1.
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Posta¢
algebraiczna

Definicja
Niech z = a+ bi, w = ¢ + di beda liczbami zespolonymi w postaci
algebraicznej. Zatézmy, ze w # 0. llorazem liczb z, w nazywamy
liczbe

z ac+bd cb—ad,

Y A

Przyktad
Dlaz=4-3i,w=1+1i, mamy
z _ 4-3i _ (4=3)(1—i) _ 4—4i—3i+3i%® _ 4-7i-3
w 1+ T a+n=in — 1—72 — 1-(—1)
— l=ri_1_ 7y
2 2 2"
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algebraiczna Deflnlcja
Liczba sprzezona do liczby zespolonej z = a + bi, gdzie a,b € R

nazywamy liczbe
zZ=a-— bi.

Przyktad
®3+4i=3—-4i ® 3i=-3i
®2-—12/=2+12i ®5=5
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Posta¢
algebraiczna

Definicja
Niech z = x + yi, x,y € R. Liczbe

2=y

nazywamy modutem liczby zespolonej z.

Przyktad
Jesli z =2 4 3i, to |z| =22 +32 = \/ﬁ

Uwaga

Modut dowolnej liczby zespolonej jest liczba rzeczywista nieujemna.
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® Dodawanie i mnozenie liczb zespolonych s3g taczne i przemienne.

® Mnozenie liczb zespolonych jest rozdzielne wzgledem dodawania.

Twierdzenie
Dla dowolnych liczb z,w € C spetnione s3 (nie)réwnosci

0 R(z +w) = R(z) + R(w)
0 S(z+w) =3(2) + S(w)

0z z=|z?
@ |z+ w| < |z| + |w]| (nieréwnos¢ tréjkata)
® [|z] — |w|| <[z —wl.
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Posta¢
trygonometryczna

r#0 = z:r<i+€i>:r(cos¢+isin¢) 2

Definicja
Postac (2) nazywamy postacia trygonometryczng liczby z.
Kazda liczbe ¢ spetniajaca (2) nazywamy argumentem z i oznaczamy

arg(z).
Argument z nalezacy do przedziatu (0,27) nazywamy argumentem

gtownym i oznaczamy Arg(z).

Arg(z) = arg(z) + 2kn, keZ

Definicja
Dodatkowo przyjmiemy, ze Arg(0) = 0.
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trygonometryczna

Twierdzenie
Niech z, w beda liczbami zespolonymi réznymi od 0. Wtedy

z=w <& |z|=|w| A Arg(z) = Arg(w).

Twierdzenie
Dla dowolnej liczby zespolonej z: arg(z) = — arg(z).

Twierdzenie
Niech z = ri(cosa + isin ), w = ry(cos 8 + isin 3). Wtedy

2w = rir(cos(a 4 B) + isin(a + B))

% — D (cos(a — B) + isin(a — B)).

r
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Twierdzenie (Wzér Moivre'a)
Niech z = r(cos ¢ + isin ¢) bedzie niezerowa liczba zespolong w
postaci trygonometrycznej. Dla dowolnego n € N

z" = r"(cos(ng) + isin(ng)).

Whiosek
Jesli z = r(cos ¢ + isin ¢) bedzie niezerowa liczba zespolona w
postaci trygonometrycznej, to dla dowolnej liczby n € Z

z" = r"(cos(n¢) + isin(ng)).
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Przyktad

Obliczymy (1 — i)1°.
Najpierw zapisujemy z =1 — i w postaci trygonometrycznej:

_ VEF IR =2

cos ¢ 2 L v2 sin ¢ b -1 V2
= - = 00— = — | = —-= = — —
roo V2 27 ro 2 2

= V(e (-) i (-5))

Nastepnie stosujemy wzér Moivre'a:

™
= = ——
p=-7

10 = (/2)10 (cos (10 5%) +isin (10- 57))
(22)10 (cos (—2F) + isin (—2F)) = 25 (cos 3 + isin 3T)
— 320-1-/)=—32i.
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Postac
trygonometryczna

Definicja
Liczbe w € C nazywamy pierwiastkiem stopnia n-tego (n € N) z
liczby z € C, jesli z" = w.

Przyktad

Liczba i jest pierwiastkiem z —1, bo i> = —1.

Liczba —i réwniez jest pierwiastkiem z —1, bo (—i)? = —1.
Uwaga

Jedynym pierwiastkiem z O jest 0.

Twierdzenie
Niech z = r(cos ¢ + isin @) bedzie niezerowa liczba zespolona.
Pierwiastki stopnia n z liczby z wyrazaja sie za pomoca wzoru

2k
Wk=\/|(cos¢4r +isin¢+”), k=01,....n—1.

n
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® Kazda liczba zespolona rézna od 0 ma doktadnie n pierwiastkéw
stopnia n.

® Pierwiastki stopnia n z danej réznej od 0 liczby zespolonej leza
na okregu o $rodku w liczbie 0 i promieniu /|z|. Jesli
potaczymy te pierwiastki, otrzymamy n-kat foremny.
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trygonometryczna

Przyktad
Obliczymy pierwiastki stopnia trzeciego z liczby —8i.
Zapisujemy z = —8i w postaci trygonometrycznej:

0
8 8
37 .. 3w
z:8<c057+/sm7)

i wstawiajac do wzoru otrzymujemy pierwiastki:

3 3
wo :\3/§<cos3+/sm 3> 2<cosg+isin g) =2(0+1-i) =2i

+2m Eu i) ..
wy = \/é(cos2 +lsm23”):2(cos%ﬁ+/sm%ﬂ)

- 2(-?—%:'):—\/?4

3
wy = /8 (cos 2

=

4 .. 3m4g
T 4 jsin 2 W)—2(coslé’r+lsm1é’r)

Il
N
/N
Ml
|
N[
o w|+
Il
&
|
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Twierdzenie (Zasadnicze Twierdzenie Algebry)
Kazdy wielomian stopnia n o wspétczynnikach zespolonych ma n
pierwiastkéw zespolonych.
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Niech ¢ € R. Liczbe e'® definiujemy nastepujaco:

e’ = cos ¢ + isin ¢.

Postac
wyktadnicza

z = |z|e" (3)

Posta¢ (3) nazywamy postacig wyktadnicza liczby z.
Niech z = rie’®, z, = re'® beda dane w postaci wykfadniczej. Wtedy
2120 = (ne™)(re) = rnre'@th)

z] = (ne'®)" = rfe™™.



Wzory Eulera

et + e i?
cosp = ——
el _ =it

sing = o
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