Wyktad 5
Granica funkgji

Teleinformatyka,

AMIA, AEil,
2022/23

Granica whasciwa
funkeji w punkeie

Granice niewtaéciwe
funkeji w punkcie

Granice wtasciwe w
+oo

Granice niewtasciwe

w Foc

Asymptoty pionowe
Asymptoty poziome
Asymptoty ukosne

Cwiczenia i pytania

Wyktad 5
Granica funkgji

Teleinformatyka, AMiA, AEil, 2022/23

dr inz. Roksana Stowik
Katedra Matematyki



Wyktad 5
Granica funkcji

Teleinformatyka,
AMIA, AEil,
2022/23

Granica whadciwa
funkeji w punkcie

Granice niewfasciw
funkcji w punkcie

Asymptoty pionowe

Asymptoty poziome
Asymptoty ukoéne

Cwiczenia i pytania

f: D—=Y,DCX, a- punkt skupienia D
(X,dx), (Y,dy) - przestrzenie metryczne

Definicja (Heinego funkcji w punkcie)

Méwimy, ze f ma w punkcie a granice réwna L, jezeli

Y (xn), Xn € D, xn#a(nirgoxn:a =

Piszemy wtedy lim f(x) = L.
X—a

lim f(x,) = L).

n— o0




Wyktad 5
Granica funkcji

Teleinformatyka,

AMIA, AEil,
2022/23

Granica whadciwa
funkeji w punkcie

f: D—=Y,DCX, a- punkt skupienia D
(X,dx), (Y,dy) - przestrzenie metryczne

Definicja (Cauchy’ego granicy funkcji w punkcie)

Mowimy, ze f ma granice w punkcie a réwng L, jesli
Ve>036>0VxeD(dx(x,a) <d = dy(f(x),L) <e)

Piszemy wtedy lim f(x) = L.
X—a

f:R—-R




Wyktad 5
Granica funkcji

Teleinformatyka,
AMIA, AEil,
2022/23

Granica whadciwa
funkeji w punkcie

Granice ni

funkji w p

Granice w
o

Twierdzenie
PR Definicje Cauchy'ego i Heinego granicy funkcji w punkcie sa
réwnowazne.

Asymptoty pionowe
Asymptoty poziome
Asymptoty ukosne

Cwiczenia i pytania




Wyktad 5
Granica funkcji

Teleinformatyka,
AMIA, AEil,
2022/23

Twierdzenie

Przypusémy, ze f i g sa funkcjami takimi, ze a jest punktem

skupienia obu dziedzin. Zat6zmy ponadto, ze lim f(x) = L¢ i
X—a

lim g(x) = Lg. Wtedy

- X—a

e (1) X|il>na(f(x) +g(x)) = L + Lg,

® lim(a-f(x)) =« L dla wszystkich o € R,

X—ra

© lim(f(x)-g(x)) = Lr - Lg

X—ra

L
O lim X _ L—f pod warunkiem, ze Ly # 0, g(x) # 0.
g
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i Niech f, g, h beda funkcjami rzeczywistymi takimi, ze a jest
P punktem skupienia wszystkich dziedzin. Zatézmy, Ze dla wszystkich x
z pewnego otoczenia a, mamy f(x) < g(x) < h(x). Jesli

lim f(x) = Xlina h(x) =1L, to )!ignag(x) =L

X—a
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Niech f : D — Y, D CR, i niech a bedzie punktem skupienia D.
Granica funkcji f w punkcie a istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy
granice prawostronna i lewostronna istnieja i sa sobie réwne.

Uwaga

Jezeli dziedzing f jest przedziat (a, b) (lub {(a, b), (a, b), (a, b)), to

przyjmujemy, ze lim f(x) = lim f(x) oraz lim f(x) = lim f(x)
x—a x—at x—b x—b—
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Definicja

Krzywa y = f(x) ma asymptote pionowa prawostronng o réwnaniu

x = a, jesli lim f(x) = +oo.
x—at

Definicja

Krzywa y = f(x) ma asymptote pionowa lewostronng o réwnaniu

x = a, jesli lim f(x) = Fo0.
X—ra~

Definicja

Krzywa y = f(x) ma asymptote pionowg o réwnaniu x = a, jesli
prosta ta jest jej asymptota pionowa prawo- i lewostronna.
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Wyktad 5
Granica funkcji

Teleinformatyka,
AMIA, AEil, L.
20223 Definicja
Krzywa y = f(x) ma ma asymptote pozioma o réwnaniu y = b w oo,
jesli lim f(x) = b.
X—>00

Definicja

Krzywa y = f(x) ma asymptote pozioma o réwnaniu 'y = b w —o0,
Jesli lim f(x)=b.
X—r— 00

Asymptoty pionowe

Asymptoty poziome

Asymptoty ukosne Y

Cwiczenia i pytania 5




Wyktad 5
Granica funkcji

Teleinformatyka,
AMIA, AEil,
2022/23

Definicja
Krzywa y = f(x) ma asymptote ukosng o rownaniu y = ax + b w oo,
Jjesli lim [f(x) — (ax + b)] = 0.

X—r 00

Definicja
Krzywa y = f(x) ma asymptote ukosng o réwnaniu 'y = ax + b w
—o0, jesli lim [f(x) — (ax + b)] = 0.

X—>—00
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Wyktad 5
Granica funkcji

Twierdzenie
griaded Prosta y = ax + b jest asymptota ukosnag krzywej y = f(x) w oo
wtedy i tylko wtedy, gdy

Teleinformatyka,

rommmuane  TWierdzenie
R Prosta y = ax + b jest asymptota ukosna krzywej y = f(x) w —oo
wtedy i tylko wtedy, gdy

. X
a= lim —=
X—r—00 X

b= lim [f(x)— ax].

X—r—00



Wyktad 5
Granica funkgji

Teleinformatyka,

AMiA, AEil,
2022/23

Granica whasciwa
funkeji w punkeie

Granice niewtaéciwe
funkeji w punkcie

Granice wtasciwe w
+oo

Granice niewtasciwe

w Foc

Asymptoty pionowe
Asymptoty poziome
Asymptoty ukosne

Cwiczenia i pytania

Cwiczenie
Wyznaczy¢ asymptoty krzywej y = f(x).

0 f(x) = 3553

® f(x) = 2=t

® f(x)=x-In(x>-1)



Wyktad 5
Granica funkcji

Teleinformatyka,
AMIA, AEil,
2022/23

Pytania
Poda¢ przyktad funkcji, ktéra

@ ma nieskonczenie wiele asymptot pionowych,
@ przecina swoja asymptote,

©® ma asymptote pionowa pomimo, ze Df = R.

Cwiczenia i pytania
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